TEOREMA DE POINCARE-HOPF

JEAN-PAUL BRASSELET E NGUYEN THI BICH THUY

ResuMo. O Teorema de Poincaré-Hopf é um dos resultados da matématica mais usados ndo somente em maté-
matica mas também em outras areas da ciéncia. Ha aplica¢es do Teorema de Poincaré-Hopf em fisica, quimica,
biologia e mesmo em economia, psicologia, etc.

O Teorema de Poincaré-Hopf liga um invariante da combinatéria : a caracteristica de Euler-Poincaré com
objetos da geometria diferencial, a saber indices de campos de vetores. Os resultados que ligam assim duas 4reas

bem diferentes da matemaética podem ser considerados como os mais bonitos, tteis e fecundos.

1. INTRODUGEO

O Teorema de Poincaré-Hopf é bem conhecido, mas sua demonstragdo nem tanto. O objetivo desta apre-
sentagdo é introduzir a prova, ou ao menos, uma ideia da prova do Teorema de Poincaré-Hopf no caso de
superficies, assim como algumas consequéncias.

Depois de lembrar o classico Teorema de Poincaré-Hopf, introduzimos as nog¢des involvidas no Teorema:
a caracteristica de Euler-Poincaré e o indice de um campo de vetores em uma singularidade isolada.

Nas se¢es seguintes, damos defini¢Ges equivalentes, no caso diferencidvel, o que permite de providenciar
a prova do Teorema de Poincaré-Hopf. Em primeiro lugar, lembramos a nogéo de fibrado tangente a uma
curva C suave e fechada em R (§5.1), assim como as nogdes de valores e de pontos regulares e criticos e de
grau de uma aplicagdo suave f de C em S, onde S é a circunferéncia unitéria.

Estas nogGes generalizam-se no caso de uma superficie suave S, em particular a nogéo de fibrado tangente
a uma superficie suave (§5.2). Definimos as nogdes de valores e pontos regulares e criticos e de grau de uma
aplicacdo suave f de S em S (§5.2.2). Isso nos permite de estudar as singularidades de campos de vetores
tangentes a uma superficie suave. Providenciamos véarios exemplos (assim como desenhos correspondentes).
O indice de um campo v de vetores tangentes a uma superficie, em um ponto singular isolado, definise-se
na segdo §6.1 como o grau de uma aplicagio suave 7, S — S definido na se¢do §5.1.2.

Passando na dimensdo superior, em R, o indice de um campo v de vetores em R em um ponto singular
isolado definise-se como grau de uma aplica¢do suavey, S — S, isto é o grau definido na segdo precedente
(§5.2.2). Mostramos neste ponto um resultado técnico que seré usado na prova do Teorema de Poincaré-Hopf
(Lemma 6.5).

Na segdo seguinte enunciamos o Teorema de Poincaré-Hopf e, antes de providenciar a prova, damos
varios exemplos nos casos orientado e ndo orientado. Em fim, damos a prova mesma primeiramente no caso
orientado, em duas etapas. A primeira etapa é bem geometrica. Descrevemos a constru¢do de um campo de
vetores particulares, chamado o campo de Hopf, satisfazendo o Teorema de Poincaré-Hopf. A segunda etapa

é um pouco mais técnica, mas ja providenciamos todos ingredientes para mostrar que, em uma superficie
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compacta orientada, a soma dos indices de um campo de vetores tangentes a superficie ndo depende do campo
escolhido. Isso termine a prova no caso orientado. Concluimos dando a prova do Teorema de Poincaré-Hopf

no caso nio orientado.

2. ENUNcIADO DO TEOREMA DE POINCARé-HoOPF

O Teorema de Poincaré-Hopf foi provado por Poincaré no ano 1885 no caso de superficies, depois por

Hopf, no ano 1927, para o caso de variedades suaves de dimensao maior.

Teorema2.1. Seja v um campo de vetores com singularidadesisoladas, tangente a uma superficie S compacta,
suave, sem borda e ndo necessariamente orientada. Temos

Z I v, a4 XSa

a;

onde os pontos a; sdo os pontos singulares de v.

Nas duas primeiras se¢des, lembraremos a definigdo dos ingredientes do Teorema que s@o a caracteristica
de Euler-Poincaré e o indice de um campo de vetores em uma singularidade isolada. Nas se¢Ges seguintes
daremos defini¢Ges equivalentes, no caso diferenciavel, o que permite de providenciar a prova do Teorema

de Poincaré-Hopf.

3. CARACTERISTICA DE EULER-POINCARéE

Historicamente, a “caracteristica de Euler-Poincaré” de uma superficie foi definida usando triangulagGes.
Exemplos de triangulacGes da esfera S sdo dados na Figura 1.

Uma triangulagdo de uma superficie S é o dado de um poliedro (triangulado) K < R"™ e de um homeo-
morfismo b |K| — S, onde |K
poliedro K.

Seja K uma triangulagdo de uma superficie compacta S, com nimeros 7 de vértices, n de segmentos e n

é o subespago topoldgico compacto de R"™, que é a unido dos simplexos do

de tridngulos, a caracteristica de Euler-Poincaré de K é definida por
(3.1) xK n—n n.
No caso da esfera S e na Figura 1, e pela triangulagio do cubo, temos
n—-nmn —

Pela triangulac@o do tetraedro, temos
n—-nn —

Ha varias demonstragdes algumas discutiveis, em particular por Descartes (1639) e Cauchy (1811), de
que, no caso da esfera, a caracteristica de Euler-Poincaré ndo depende da triangulagdo K escolhida (veja os
artigos de Elon Lima [Li1, Li2], também [BN] e o site web [Epp]). Assim podemos denotar por xS e chamar
de caracteristica de Euler-Poincaré da esfera a quantitade y K para qualquer triangulagdo da esfera. Assim
temos

xS n—-nn,
qualquer que seja a triangulagdo da esfera.
A invariancia da triangulagdo vale para qualquer superficie compacta S e podemos definir xS como sendo

XK para qualquer triangulagdo da superficie.
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Figura1. Triangulages da esfera. Nas representagSes planaresidentificam-se os segmen-

tos de mesmo nome com a mesma orientagao.

A caracteristica de Euler-Poincaré do toro vale . Em geral, a caracteristica de Euler-Poincaré de uma
superficie compacta, sem borda e orientavel é — g, onde g é o género da superficie. Lembramos que o género
g de uma superficie (orientavel ou nao) é o nimero maximo de circunferéncias que se pode desenhar sobre a
superficie sem desconecté-la. Por exemplo, o género de uma esfera é, pois qualquer circunferéncia desenhada
sobre a esfera a desconecta. O género de um toro é, pois é possivel desenhar uma circunferéncia sobre o toro

sem desconecta-lo, mas qualquer segunda circunferéncia desenhada sobre o toro o desconecta (figura 2).

F1GURA 2. Género da esfera e do toro.

O plano projetivo IP é o conjunto de todas as retas do espago euclidiano R passando pela origem. Uma
maneira facil para representar o espago projetivo é considerar em R a esfera S centrada na origem e de raio

1. Consideramos trés partes na esfera S: as semiesferas (abertas) norte e sul e o equador (veja figura 3).
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z

F1GURA 3. Representacio do espago projetivo P.

Cada reta de R passando pela origem e ndo contida no plano zy encontra as semiesferas norte em um
ponto x e sul em um ponto 2g. O ponto z pode ser considerado como um representante da reta. As
retas contidas no plano zy encontram o equador em dois pontos diametralmente opostos, que temos que
identificar para ter um representante s6. Assim obtemos uma representagdo do plano projetivo P, como
sendo a semiesfera norte (ou seja um disco) com identificagdo de pontos diametralmente opostos na sua
borda.

A caracteristica de Euler-Poincaré do plano projetivo vale , da garrafa de Klein vale . Em geral, a ca-
racteristica de Euler-Poincaré de uma superficie compacta e sem borda, ndo orientavel, de género k, vale
— k.

Lembramos também que uma superficie compacta e sem borda pode ser mergulhada em R se, e somente

se, ela é orientavel.

4. fNDICE DE UM CAMPO DE VETORES NO PLANO

4.1. Indice de uma curva plana fechada. Seja uma curva plana fechada e orientada no plano orientado R.
Seja o um ponto ndo situada na curva . Consideramos um pequena circunferéncia C, de centro « tal que
N Cy &, orientada com orientagio induzida por R.

Seja y um ponto na curva e oy o ponto intersegdo ay «,y N C,. Quando y caminha sobre a curva e
descreve toda a curva no sentido (positivo) da curva, o ponto vy faz voltas sobre C,, no sentido positivo ou

negativo. Seja p, o niimero de voltas no sentido positivo e g, 0 nimero de voltas no sentido negativo.
Defini¢o 4.1. O indice I, a da curva a relativamente ao ponto « é a diferenca
I,a pa — qa.

O nimero p, — ¢, néo depende do ponto de partida y sobre a curva . Ele ndo depende também do ponto
« situado na mesma componente conexa aberta de R\. Mas, em uma outra componente conexa aberta de

R\, o indice I, 3 num ponto ( pertencente a esta componente pode ser diferente de I, cv.
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Figurag. I,a ; I, —

4.2. Indice de um campo de vetores planar em um ponto singular isolado. Consideramos agora uma circun-
feréncia S, de centro a em R e um campo continuo de vetores vz definido sobre o disco fechado D, < R
cuja S, é borda. Suponhamos que a tinica singularidade de v no disco D,, seja no ponto a. Isto §, a é o tinico

ponto do disco D,, tal que va = o.

FIGURA 5. O campo de vetores v e a imagem de S} por 7,. Temos I(v,0) = +2. Para

todo ponto i de S}, o ponto 7, () é denotado por 7. O vetor 07 é paralelo ao vetor v(i).

Podemos definir uma aplicagido ¥, de S} em uma outra cépia de R? denotado por R? tal que para cada
x € S}, 0 ponto ¥, (z) seja a meta do vetor W(x) paralelo & v(z) e de origem & origem 0 de R?.
A imagem de S! por ¥, é uma curva I' = 7,(S} ). Observamos que, como v nio se anula sobre S}, a curva

I' ndo contém a origem 0 de R2.
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Definicio 4.2. O indice I(v, a) é definido como o indice da curva I' = ¥, (S%) relativamente ao ponto 0,

isto ¢, I(v,a) = I(T',0).

5. GRAU DE UMA APLICAG3O SUAVE

5.1. Caso de curvas.

5.1.1. Fibrado tangente a uma curva suave e fechada. Seja C uma curva suave e fechada em R?. Em cada
ponto = de C, temos a reta tangente aCno ponto z, que denotamos por T.C. Vemos que T,C éum espago
vetorial de dimensdo 1 sobre R.

Um vetor tangente a curva suave C no ponto « é um elemento v(z) de T,,C. Podemos definir um vetor
tangente como a classe de equivaléncia de curvas diferenciaveis ¢ : | — 1, +1[— C desenhadas sobre C e tais
que ¢(0) = x. Temos v(z) = ¢/(0).

Denotamos TC = | J,.. T:,C e chamamos T'C de espaco fibrado tangente & C. Cada T,,C se chama fibra

de T'C no ponto z e é homeomorfa a R. Chamamos R de “fibra tipo”.

zeC

O fibrado T'C é localmente trivial, isso significa que para todo ponto x de C, existe uma vizinhanga U,

de z em C tal que
TCly, =~ U, xR,

onde TC|y, é arestrigio de TC a U,

De fato, o fibrado tangente a C é globalmente trivial (7'C =~ C x R), mas veremos que esta propriedade
ndo é verdadeira em geral. Por exemplo, o fibrado tangente & esfera S? ndo é globalmente trivial (veja a
Secdo (5.2)).

O fibrado T'C tem uma vizualizagio natural no plano R? mas esta vizualizagdo nio é conveniente. Uma
maneira mais conveniente é olhar o plano R? como plano horizontal em R? e girar todas as retas tangentes

em +90°, verticalmente em relagio ao plano R? (veja Figura 6).

v(y)
7 v(y)

v(2)

F1Gura 6. O fibrado T°C, aqui tomamos para C a circunferéncia st.
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Obtemos assim uma representagdo de 7'C como um cilindro de base C. A direcdo positiva de T;,C é para
acima e a diregdo negativa é para abaixo. Assim, é possivel representar o vetor v(z) positivo, negativo ou
nulo.

Seja U um aberto de C (um segmento aberto), um campo v de vetores tangentes a C ao longo de U é uma
aplicagdo continua v : U — TC|y tal que v(x) pertence a T,(C), para cada x € U.

Uma singularidade do campo v de vetores tangentes & C é um ponto a tal que v(a) = 0. Uma singu-
laridade a sera chamada de singularidade isolada se existir uma vizinhanga V;, do ponto a, em C, tal que

v(a) = 0ewv(z) # 0, para z € V;\{a}.

5.1.2. Pontos e valores criticos, grau.

Seja f : C — S! uma aplicagdo suave. Damos a curva fechada C a orientagio induzida pela orientagio de
[R?. Consideramos a mesma orientagdo no secundo exemplar R2, assim temos para S! a orientagio induzida
de R2.

A derivada da aplicagdo suave f : C — S! em um ponto = da curva C, chamada de aplicagio linear

tangente e denotada por

(5.1) dfy : T,C — Tf(m)Sl, ou seja, dfy : R - R,

é definida por

(5.2) dfz(v) = dfa(c'(0)) = (f © ¢)(0)

paratodacurvac: | — 1,+1[— C tal que ¢(0) = z e v(x) = ¢/(0). De fato, f o ¢ é uma curva sobre S' tal

que (f o¢)(0) = f(x). Neste caso, (f o ¢)’(0) é um vetor tangente a S' no ponto f(z).

Vamos considerar agora a nogéo de valores criticos de uma aplicagio suave f : C — S'. Um pontoa € C
tal que df, : ToC — T'f()S* tem o posto 0 é chamado de ponto critico de f.

Por definigdo, um ponto regular da aplicagdo f é um ponto x € C que nao é critico. Em um ponto regular,
dfy : T,C — Tf(x)Sl é um isomorfismo de espagos vetoriais orientados e definimos o sinal de df,; é +1 ou
—1 se df; preserva ou nido a orientagao, respectivamente.

As imagens de pontos criticos sdo chamadas de valores criticos e os demais pontos sdo chamados valores
regulares da aplicagdo. Entdo, um ponto y € S' é um valor regular de f se f~!(y) = & ou todos os pontos

x € f~1(y) sdo pontos regulares de f. Em um valor regular y de f, podemos considerar o néimero inteiro

grau(f;y) = 2 sign dfy,
zef~1(y)

onde sign df,; é o sinal de df, no ponto z € f~1(y).

Exemplo 5.3. Consideremos o exemplo da aplicagdo f : S' — S! dada pelo grafo da Figura 7.
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FIGURA 7. Representagio grafica da aplicagdo f na esfera.

Os pontos x3 = 7/2 e x5 = 37/2 sdo pontos criticos onde a derivada se anula. O valor y3 = 7 é um
valor regular tal que f~!(y3) = {z2, %4, z6}. Nos pontos x5 e x4 a aplicagido df preserva a orientagdo, mas

no ponto x4, a derivada df é negativa e df inverte a orientagdo. Entdo temos:

(5.4)  grau(f;ys) = Z sign df, = sign df,, + sign df,, +sign df,, = +1 —1+1=+1.
zef~1(ys)

F1gura 8. O grau da aplicagdo f: A “caminhada” do ponto f(x) est4 em preto: O ponto

Y1 = m/4 é um valor regular tal que f~!(y;) = {z1}. Neste ponto, temos a mesma
orientagdo do que a orientagdo da circunferéncia de base (vermelho), entéo a aplicagdo
df preserva a orientagdo e temos grau( f; yl) = +1. No ponto y3 temos duas vezes a
orientagdo da circunferéncia de base (positiva) e uma vez a orientagdo oposta (negativa).

Temos grau(f;y3) = +1 (veja 5.4).

Observamos que, por causa da compacidade de C, entdo f~!(y) consiste em um niimero finito de pontos.
Uma propriedade fundamental que vamos mostrar é que grau( f; y) ndo depende do valor regular de f,

ele é denotado por grau(f) e chamado grau de f.
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Note que os pontos criticos ndo sdo necessariamente pontos isolados. De fato, se um ponto critico y; ndo
for isolado, entdo existira um intervalo (“horizontal” no grafo) [a, b] tal que f([a,b]) = y;. E facil de ver
que podemos substituir f por uma pequena perturbagdo fde f (por exemplo uma pequena sinusoida) com
pontos criticos isolados e tal que o grau ndo depende da perturbagao.

Quando o ponto z faz um turno completo da curva fechada C, o ponto f(x) faz uma caminhada sobre
a circunferéncia S'. Ele pode fazer as vezes uma volta (um returno), as vezes ficar no mesmo lugar (ponto
fixo) mas no fim do turno, ele volta no ponto de partida. Chamamos de ponto de volta (ou de returno) os

pontos y; = f(z;) tais que y muda de sentido antes e depois de y; (veja na Figura 8 os pontos ys e ya).
Lema 5.5. Os pontos de volta sdo pontos criticos.

Demonstragio. Em um ponto de volta, a orientagdo da caminhada muda de sentido. Isso significa que o

sinal da derivada df, muda. A derivada é nula em um ponto de volta, entdo o ponto é critico. O

Observagido 5.6. Um ponto critico pode néo ser de volta. De fato, um ponto de inflexdo do grafo de f é um

ponto critico mas o sinal de df, ndo muda neste ponto.

Escolhamos como ponto de partida um ponto o de C tal que yo = f(x() nao seja ponto critico (entdo
nio seja ponto de volta). Quando o ponto x fizer um turno no sentido positivo, o ponto y = f(x) podera
passar no ponto o um certo nimero de vezes py no sentido positivo e um niimero de vezes gy no sentido
negativo. E preciso de ndo esquecer a passagem inicial, que também é a passagem final e que pode ser positivo
ou negativo. De fato, py — ¢ é o ntimero de turnos que faz y = f(x) em S'. O grau grau(f;yo) ¢ igual a

Po — qo-
Proposi¢do 5.7. O grau ndo depende do ponto regular.

Demonstragdo. Seja yo um ponto regular. Quando yy muda continuamente, ficando ponto regular, é claro
que o nimero py — ¢o ndo muda. Entdo, o grau é constante quando y descreve um intervalo de pontos
regulares na circunferéncia S'. Agora, o que acontece quando encontramos um ponto critico?

e Se o0 ponto critico nio for um ponto de volta, o sentido da caminhada ndo mudara entre antes e depois,
entdo o nimero Py — ¢o ndo muda e o grau ndo muda.

e Se o ponto critico y; = f(x;) for um ponto de volta (por exemplo o ponto y» na Figura 8), entdo a
caminhada chegar4 de um lado de y; e depois a caminhada volta no mesmo lado. Antes do ponto y; (por
exemplo o ponto y; na Figura 8),a caminhada passa p vezes no sentido positivo e g vezes no sentido negativo.
Depois do ponto y; (por exemplo o ponto y3 na Figura 8), a caminhada passa p+ 1 vezes no sentido positivo

e ¢ + 1 vezes no sentido negativo. A diferenca p — g, isto é o grau, ndo muda. 0

5.2. Caso de superficies. Consideraremos superficies suaves compactas, sem bordas e orientadas, por exem-
plo, a esfera S2, o toro T, etc. A definicdo de uma superficie suave é a seguinte:

A superficie S é suave se existe um recobrimento localmente finito * {U;} de S e, para cada 4, existe um
homeomorfismo ¢; : U; — B;, onde B; é um disco de dimensio dois em R?, tais que, cada vez que U; n U;
ndo é vazio, a aplicagdo

hij == pj0 0 19U 0 Uj) — ¢;(U; 0 Uj)

é um difeomorfismo (veja Figura 9). Na seguinte, vamos identificar as abertos U; com bolas B;.
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FIGURA 9. Superficie suave.

Localmente finito significa que para cada ponto « de S, existe uma vizinhanga U, de x em S que encontra um niimero finito de

U;.
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5.2.1. Fibrado tangente a uma superficie suave.

Da mesma maneira que o fibrado tangente & uma curva suave, consideramos para cada ponto = de uma
superficie S o espago vetorial tangente a S, de dimensio 2, sobre o corpo R, denotado por 77, S.

Por exemplo, o fibrado tangente & esfera S? é TS? = U. T.,.S?. Todas as fibras 7,S? sio homeomorfas
a R%. Chamamos R? de fibra tipo. O fibrado 7'S? ¢é localmente trivial, assim como o fibrado tangente a
qualquer superficie S. Isso significa que cada ponto a da superficie S admite uma vizinhanga U, tal que

TS|y, éisomorfismoa U, x R?:
(5.8) TS|y, = U, x R?

(veja Figura 10). Entdo, TS|y, pode ser visto como uma colegio de espagos vetoriais R? sobre U,.

T,S =~ R?

pr2

Il
~
o«

TS|,

RQ

FiGuraA 10. O fibrado T'S é localmente trivial.

Uma superficie suave orientada é uma superficie suave S com uma escolha de orientagdo para cada espago
tangente 7, S, tal que para cada = € U,, a orientagio de 7S corresponde a orientagdo de {z} x R? pelo
isomorfismo (5.8).

O fibrado tangente TS? nido é globalmente trivial, isto é, ndo ha homeomorfismo global
TS* = §? x R%.

Isso é uma das consequéncias do Teorema de Poincaré-Hopf do qual veremos a prova (veja Corolario 7.3).
Mas, por exemplo, o fibrado tangente ao toro T é globalmente trivial.
Do mesmo jeito do que no caso de curva, um vetor tangente a superficie suave S no ponto = é um elemento
v(x) de T,;S. Podemos definir um vetor tangente como a classe de equivaléncia de curvas diferenciaveis

¢:]—1,41[— S desenhadas sobre a superficie S e tais que ¢(0) = z. Temos v(z) = ¢/(0).
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5.2.2. Pontos e valores criticos, grau.
Seja f : S — S? uma aplicagdo suave de uma superficie suave S em S?, do mesmo jeito do que no caso
duma curva, a derivada da aplicagdo suave f : S — S?, em um ponto  da curva S, chamada de aplicagio

linear tangente e denotada por

(5.9) dfy : TpS — Tf($)52, ou seja df, : R? —» R?

é definida por

(5.10) Afo(0) = df.((0)) = (F o) (0)

paratodacurvac: ] —1,+1[— Stal que ¢(0) = x e v(z) = ¢/(0). De fato, f o ¢ é uma curva sobre S tal

que (f o ¢)(0) = f(x). Neste caso, (f o ¢)’(0) é um vetor tangente a S? no ponto f(z).

Seja f : S — S? uma aplicagdo suave de uma superficie suave S em S?, um ponto a € S tal que a aplicagdo
derivada

dfo : ToS — TS

tem o posto menor do que 2 é chamado de ponto critico de f.

Um ponto a da superficie S é um ponto regular da aplicagdo f se ele ndo é critico. As imagens de pontos
criticos sdo chamadas de valores criticos e os demais pontos sdo chamados de valores regulares da aplicagao.

Como no caso de dimensdo 1, um ponto y € S? é um valor regular de f se f~!(y) = & ou todos os
pontos z € f~!(y) sdo pontos regulares de f. Em um valor regular y de f, podemos considerar o ntimero
inteiro

grau(f;y) = Z sign df,.
zef~1(y)

Assim, podemos ver que o grau(f;y) ndo depende do valor regular de f. Portanto, podemos denoté-lo

simplesmente por grau(f) e chamaremos de grau de f.

6. SINGULARIDADES DE CAMPOS DE VETORES TANGENTES — INDICE EM UM PONTO SINGULAR

6.1. Singularidades de campos de vetores tangentes a uma superficie suave. Sejam S uma superficie suave
e U, uma vizinhanga de um ponto @ € S. Um campo de vetores sobre U, tangente a S é uma aplica¢do
continua:

v Ua g TS|UQ
tal que, para cada z € Uy, v(z) € T,,S =~ R?.

Uma singularidade de um campo de vetores v é um ponto a tal que v(a) = 0.

A singularidade a é isolada se existir uma vizinhanga V,, de a tal que para cada ponto x de V,, diferente
de a, teremos v(z) # 0.

Mostraremos que, a uma singularidade isolada de v, podemos associar um numéro inteiro que chama-
remos de indice do campo de vetores v no ponto a e denotaremos por I(v, a). O indice de um campo de
vetores pode ser definido de muitas maneiras equivalentes em varios contextos: usando grupos de homo-
logia, usando integrais de formas diferenciais, etc. Aqui, vamos usar a defini¢ao em termos de aplicagdo de
Gauss e de grau (veja também [Li1, Li2]).

Suponhando a superficie S orientada, consideramos uma vizinhanga V,, de ¢ homeomorfa a um aberto
de R? e tal que a seja a tinica singularidade de v dentro de V. Isto é, a é uma singularidade isolada de v (veja

Figura 11). Podemos considerar um segundo exemplar de R?, denotado por R?, com a mesma orientagio.
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FI1GURA 11. A aplicagdo de Gauss.

Seja B, uma pequena bola de centro a dentro de V. Ao longo da esfera SL, que é a borda de B, o campo
de vetores v ndo tem singularidades.

Para cada ponto x de S}, consideramos o vetor

¥a) = )
Jo(@)]
em R2, onde |[v(z)| é a norma euclidiana de v(z).
O vetor ¥((x) tem tamanho 1 e a sua extremidade, 7, (), pertence a esfera S' de raio 1 e centro na origem
de R2,
A aplicagdo 7, : S. — S! é chamada de aplicacdo de Gauss.
Quando o ponto z fizer um turno, no sentido positivo de S}, o ponto 7, () fara certos “caminhos”

(pedagos de turno) da esfera S' no sentido positivo ou negativo.

Observagdo 6.1. A orientagdo positiva ou negativa do pedago de caminho do ponto 7, (z) providencia

respetivamente a orientagdo positiva ou negativa de R2.

Seja & um ponto de S!, um caminho passando no ponto « no sentido positivo vale +1 e um caminho
passando no ponto « no sentido negativo vale —1.
A soma destes valores ¢, por definigdo, o indice I(v; &) do campo de vetores v no ponto a. E facil de ver

que o indice I(v, a) é igual ao grau de 7, (veja §5.1.2).

Observagido 6.2. Observamos que a aplicagdo de Gauss 7, é a composta
S, — TS8|s ~SL xR? 25 R?
e v(x) = (@)

(veja Definigao 4.2). Esta propriedade é a base da teoria de obstrugdo, uma das teorias que permite de intro-

duzir a teoria de classes caracteristicas.

Exemplo 6.3. Consideramos o campo de vetores v na Figura 12. A aplicacdo de Gauss é a aplicagdo que

consideramos no exemplo 5.3 e temos (v, 0) = +1.
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Figura 12. Aplicagdo de Gauss. Aqui: yo = Yo(Zo), Y1 = Yo(x1), Y2 = Yo (5), Y3 =
Yo(®2) = Yo(r4) = Yo(26) € Y2 = Y0 (23).

Aqui temos alguns exemplos de indices:

ZO

Ficura 13. Campo radial saindo e campo radial entrando: I(v,a) = +1.
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F1GURA 14. Campo de indice nulo.

€2
X X o (T
3 1 Yo(zs Yo(T6)
o
—  Yo(24) Yo(20)
Yov
Ts Te ")/1,((173) ’}/1)(1’1)
Yo ($2)
Ficura 15. Campo de indice I(v,a) = —1.

Figura 16. Campo de indice I(v,a) = +2.

Observagio 6.4. Observamos que se um campo de vetores v definido sobre a borda S! de B, se estende sem

singularidades dentro de B,, entdo o seu indice I (v, a) vale 0. Esta observacdo ser4 ttil para o que se segue.

6.2. Singularidades de campos de vetores definidos em R3.
Na segunda etapa da prova do Teorema de Poincaré-Hopf, vamos usar uma propriedade particular do

indice de campos de vetores particulares em R3. O indice de um campo de vetores em R? define-se da mesma
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maneira do que o indice de um campo de vetores em R?. Observamos que esta defini¢do é a mesma em um
espago euclideano de dimensio qualquer:

Seja w um campo de vetores em R? com uma singularidade isolada em 0. Isso significa que podemos
considerar uma pequena bola By centrada em 0 tal que ao longo da esfera S2, que é a borda de By, o campo
de vetores w ndo tem singularidades.

Para cada ponto z de S2, consideramos o vetor

(z) = 2D

Jw(z)]
em um outro exemplar de R3, com mesma orientagdo e chamado de R3. Aqui |w(x)| é a norma euclidiana
de w(x).

O vetor W(z) é de tamanho 1 e a sua extremidade, 7,, (), pertence & esfera S? de raio 1 e de centro a
origem de R3,

A aplicagio 7, : S3 — S? definida por = +— 7, () é chamada de aplicagido de Gauss.

Como no caso anterior §5.2.2, um ponto a € S3 tal que a aplicagéo derivada
d(Yw)a : Ta(S5) = Ty, (a))S?

tem o posto menor do que 2 é chamado de ponto critico de 7,,. Os pontos regulares e valores criticos e
regulares estdo definidos da mesma maneira do que §5.2.2.

Em um valor regular y de 7,,, podemos considerar o nimero inteiro

grau(7y,;y) = Z sign d(Va) -
zev,' (y)
Como na segdo §5.2.2, o niimero grau(,,;y) ndo depende do valor regular de 7, ele é denotado por
grau(,,) e é chamado grau de 7,,. 0 indice I(w, 0) do campo w em R? com singularidade isolada em 0

é bem definido como o grau de 7,,.

Lema 6.5. Seja v um campo de vetores em R? com singularidade isolada em Oz, de indice (v, 0) e seja
t um campo de vetores em R com singularidade isolada em Og, saindo radialmente do ponto 0. A soma
w = v @t é um campo de vetores em R3 = R2 ® R tal que w((z,y),2) = (v(z,y),0r) + (Ogz2,t(z)), com
singularidade isolada em Ogs = (Og2, Og) de indice igual & (v, 0).

Este resultado, ja usado em [Sc2], aparece no livro [BSS] como “Lemma 2.3.3”, sem prova. A prova que
providenciamos aqui usa o conceito de grau. Observamos que a hipétese sobre o campo ¢ implica que o
indice I(t,0g) vale +1.

Demonstragio. Denotamos por By a bola de centro 0 e de raio 1 em R3. A bola By é homeomorfa a D? x
I, onde D? ¢ um disco de dimensio dois e I é o intervalo [—1,+1]. A borda de By, isto §, a esfera S2 é
homeomorfa a lata (S! x I) U (D? x ({—1} U {+1})).

Na lata, temos coordenadas ((r, "), \) tais que: sobre (S' x I), temosr = 1, € [0, 27[ e A € [—1, +1];
sobre D? x ({—1} U {+1}) temos r € [0,7], « € [0,27[ e A € {—1} U {+1}. Observamos que, quando
r = 0, a coordenada « ndo é definida.

Construimos um campo de vetores w sobre (S' x I) U (D? x ({1} U {+1})) da seguinte maneira:

a) sobre (S x I), no ponto x = (1, a, \), o campo w(z) vale v(1, ) + t(\);
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b) sobre D? x {—1} (respectivamente, D? x {+1}), no ponto = = (7, o, k) o campo w(z) é v(r, o) + t(k)
com k = —1 ou k = +1, respectivamente.

O campo w assim definido é o que é chamado de prolongamento radial de v em [Sc2]. O campo w tem
uma singularidade isolada na origem Ogs = (Ogz, Og).

Consideramos em R a orientagio dada pela orientagio de R? seguida pela orientagio de R. Observamos
que, como o campo de vetores ¢ é radial saindo de Og, este campo conserva a orientagdo de R. Entdo, local-
mente, a orientagdo induzida por w em R3? é a mesma que a orientagdo induzida por v em R?, seja positiva
ou seja negativa (veja Observagdo 6.1).

Em cada ponto z de S? (ou da lata), temos w(z) # 0. Como no caso de dimensio 2, podemos considerar

a aplicagdo de Gauss

w(z)

" Jw(@)]

Y 1 S — S2, Yw(x) é a extremidade do vetorw(x)

Seja v, a aplicagdo de Gauss correspondente ao campo v, definida como na segao 5.2.2. Um valor regular

de 7y,, também é um valor regular de +,. Neste valor, as orientacGes de 7, e 7y, coincidem. Logo, temos

grau(vy) = grau(yy)-

Portanto, os indices I (w, Ogs) = grau(vy) e I(v,0r2) = grau(y,) coincidem. O

7. TEOREMA DE PoiNcARé-HoprF

O Teorema de Poincaré-Hopf foi provado por Poincaré no ano 1885 no caso de superficies, depois por

Hopf, no ano 1927, para o caso de variedades suaves de dimensdo maior.

Teorema 7.1. Seja v um campo de vetores com singularidades isoladas, tangente a uma superficie S com-

pacta, suave, sem borda e ndo necessariamente orientada. Temos
D I(v,a:) = X(S),
a;

onde os pontos a; sdo os pontos singulares de v.

Antes de oferecer uma ideia para a prova, voltamos aos exemplos que ja consideramos: um exemplo de
campos de vetores sobre a esfera S? é dado na Figura 17. Neste exemplo, o campo tem singularidades de
indice +1 nos polos norte e sul (campos radiais saindo e entrando, respectivamente, veja Figura 13). Tem-se
que a caracteristica de Euler-Poincaré da esfera é 2, que também ¢ a soma dos indices nos pontos singulares.

No toro, existem campos de vetores tangentes sem nenhuma singularidade (veja Figura 18). Entdo a soma
2a, 1(v,a;) vale 0, o que é a caracteristica de Euler-Poincaré do toro.

No plano projetivo P2, que néo é orientéavel, a Figura 19 providencia um campo de vetores tangentes,

com somente uma singularidade de indice +1. Isto é a caracteristica de Euler-Poincaré do espago projetivo.
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N

FIGURA 17. Campo de vetores tangentes a esfera S2. Temos I (v, N) = I (v, S) = +1.

Ficura 18. Campos de vetores tangentes ao toro T : Campo tangente as “paralelas” e

campo tangente as “meridianas”. Nao ha singularidades.

FIGURA 19. Campo de vetores tangentes ao plano projetivo P2. Aqui, o plano projetivo é
representado como um disco onde os pontos diametralmente opostos da borda sdo iden-
tificados (veja Figura 3). Temos I (v, a) = +1 (veja Figura 13).
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Mostraremos o Teorema de Poincaré-Hopf no caso ndo-orientavel depois de estudar o caso orientado.

7.1. Caso orientavel. A prova do Teorema de Poincaré-Hopf no caso orientado pode ser feita em duas
etapas:

a) Exibir um campo de vetores v tal que
S 1w, a5) = x(S).

b) Provar que a soma ;, I(v,a;) ndo depende do campo de vetores v tangente a S com singularidades
a;, nem do nimero de singularidades, isto ¢, para quaisquer campos de vetores v e v’ com singularidades

isoladas sobre S, entdo
DiI(v,a;) =) IV, by),
ai b;

onde a; e b; sdo as singularidades dos campos v e v/, respectivamente.

7.1.1. Primeira etapa.

A primeira etapa exibe um campo de vetores com uma construgdo bonita, devido a H. Hopf, que vamos
descrever com detalhes.

Seja K uma triangulagdo de S. Para cada simplexo de dimenséo 2, vamos construir um campo, chamado
de campo de Hopf, como seguinte:

Para cada simplexo o de K, escolhemos um baricentro denotado por 7.

Um simplexo de dimensdo n, onde n = 0, 1, 2, ser4 denotado por ¢, e seu baricentro denotado por 5.

F1Gura 20. Baricentros e decomposi¢ao baricéntrica.

A escolha de baricentros permite definir a decomposigdo baricéntrica de K, denotada por K, cujos vér-

0,51 e 52, os segmentos serdo denotados por [5%,57] com i < j e tridngulos

tices sdo todos baricentros ¢°, 5! e &
por [6Y,51,52].
As singularidades do campo v serdo todos baricentros 5%, i = 0, 1,2, e somente estes pontos. O campo

serd tangente aos segmentos [0°, 0] da decomposigdo baricéntrica, saindo de ¢* e indo na diregdo de 57
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(i < ). Como o campo v se anula nos pontos 5° e 57, ele est4 crescendo saindo de 5% até um maximo e

depois ele decresce até se anular no ponto 5/ (Figura 21).

FI1GURA 21. O campo de Hopf ao longo de [5, 57].

No triangulo [5°,5!,52], o campo é construido de tal maneira a ser continuo e satisfazer as condigoes

anteriores (Figura 22).

176.2}.

FIGURA 22. O campo de Hopf no triangulo [5°, &

O campo de Hopf, a partir de sua construgdo, admite como singularidades os baricentros de todos os
simplexos de K.

A situagdo local é a mesma para todos baricentros 6° (Figura 23).

Isto ¢, o indice I(v, ") = +1 (veja Figura 13) para todo baricentro 5°.

Da mesma maneira, para todo baricentro &', temos a situacdo local da Figura 24.

Isto ¢, o indice I(v,5?) = +1 (campo radial entrando, veja Figura 13) para todo baricentro 52.

Y I(v,a:)

para todos os pontos singulares a; do campo de vetores v. Os pontos singulares so:

Agora, vamos calcular a soma

+ os baricentros 8? dos vértices cr? ,

+ os baricentros 3]1- dos segmentos Ujl»,
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FIGURA 24. O campo de Hopf em um baricentro 5.

+ os baricentros 3,% dos tridngulos Ji.
Entdo, tem-se

ZI(%%) :ZI(U,&?)—FZI(U,&}) +ZI(U,6’2).

a; 0 1 2
7 U’i (TJ (Tk

Mas vemos que, para todo o, temos I (v, 57) = 1, entéo ZU? I(v,5?) é o ndmero ng dos vértices.

195
ntimero dos segmentos. Enfim, para todos o7, temos (v, 0;) = +1, entdo >, > I(v,0}) é igual ao ntimero
k

Da mesma maneira, para todo o}, temos I(v,5;) = —1, entdo 3, 1 I(v,5}) é igual a —ny, onde n; é o
J

ngy dos tridngulos.

Entao, temos

Zl(v,ai) =ng —n1 +n2 = x(S),

a;
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FIGURA 25. O campo de Hopf em um baricentro 52.

onde a; sdo todos os pontos singulares do campo de vetores v.

7.1.2. Segunda etapa.

A segunda etapa é a mais delicada e ha varias maneiras de trabalhar. Vamos providenciar as ideias de
Heinz Hopf [Ho1, Ho2], revisitadas por John Milnor [Mi] e Marie-Héléne Schwartz [Sc1].

Sendo um campo v de vetores tangentes a S, com singularidades isoladas a;, vamos estender o campo em
uma vizinhanga X, de S, com as mesmas singularidades e os mesmos indices. Isto é chamado de prolonga-

mento radial. A vizinhanga X, tem borda 0.X, sobre a qual é definida a aplicagdo de Gauss
n:oX, — §?

que associa a cada ponto y € 0.X o vetor normal unitario n(y) saindo de X, no ponto y. A segunda etapa
serd concluida mostrando que se a soma dos indices do campo v é igual ao grau da aplicagdo de Gauss, entdo
esta soma é independente do campo v e do niimero de pontos singulares de v.

O método de prolongamento radial apareceu pela primeira vez, e a0 mesmo tempo, no livro de John
Milnor, “Topology from the differential viewpoint”, e na construgao de classes caracteristicas de variedades
singulares de Marie-Héléne Schwartz. Milnor providenciou esta construgdo no caso de campos de vetores
com singularidades ndo degeneradas, isto ¢, de indice +1 ou —1, sobre variedades suaves. Ele ndo percebeu
que sua construgdo vale para uma singularidade isolada de qualquer indice. Marie-Héléne Schwartz provi-
denciou a construgdo no caso de singularidades isoladas de qualquer indice, e sobre variedades singulares, o

que é muito mais geral e mais delicada.

Agora, vamos a construgio. Em primeiro lugar, vamos construir o prolongamento radial de um campo
de vetores tangentes a S com singularidades isoladas nos pontos a;.

Chamamos X, a vizinhanga fechada de S, de “tamanho” ¢, isto é, o conjunto de todos os pontos z € R?
tais que |z — y|| < € para um ponto y € S. Para ¢ suficientemente pequeno, X, é uma variedade suave de

dimensdo 3 em R3, com borda 0.X.
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O campo de vetores radiais, dentro de X, é construido da segunite maneira: para z € X, seja r(z) o
ponto de S mais préximo de x. O vetor t(z) = = — r(z) (em R?) é ortogonal ao espago tangente a S no

ponto 7(z), sendo, r(z) ndo seria o ponto de S mais préoximo de z. O vetor ¢(z) é chamado de transversal.

FiGURA 26. A vizinhanga X..

Para ¢ suficientemente pequeno, a fungdo r : X, — S é suave e bem definida. Seja ¢ a fungéo
2
o(x) = [z —r()]",
onde “|| |” é a norma euclidiana em R3. O gradiente de ¢ é dado por

gradyp = 2(x — r(x)).

Em cada ponto y da borda 0.X. = ¢~!(?), o vetor normal unitario, saindo de X, é dado por

n(y) = £29 (y—r()
|grades| €
Estendemos o campo de vetores v (definido sobre S) em um campo de vetores w definido sobre X, da
seguinte maneira:
w(z) = (x —r(x)) + v(r(z)),
ou seja
w(z) = t(z) + v(r(z)).
Lembramos que t(z) = x — r(z) é chamado de campo de vetores transversal, ele é independente de v e
é transversal ao plano tangente a S. Chamamos v(r(x)) de campo de vetores paralelos. Ele é paralelo ao
plano tangente a S (veja Figura 27).
Quais sdo as propriedades do campo de vetores w?
Por um lado, para y € 0X., o produto escalar w(y).n(y) vale e > 0, entdo o campo de vetores w sai de
X, aolongo da borda 0.X.. Por outro lado, w se anula nos mesmos pontos que v. De fato, no ponto = € X,

os vetores (x — 1(z)) e v(r(z)) sdo ortogonais.
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Seja @ uma singularidade do campo v, ao longo da “fibra” 7~ (a) = {z € X, : r(x) = a} da vizinhanca
X¢, 0 campo w vale (z —a), o que é um campo de vetores com singularidade isolada no ponto @, com indice
+1. Assim que demostrado em [Sc2], o campo w é a soma de dois campos de vetores que sdo ortogonais: o
campo t(z) que é transversal, nulo ao longo de X, e o campo paralelo v(r(z)), nulo em todos pontos z tais
que (%) = a. Entdo w admite as mesmas singularidades que v(z).

Como o campo de vetores ¢ sai radialmente do ponto a na fibra 7~*(a), o Lema 6.5 mostra que o indice
do campo de vetores w definido em X, no ponto singular a é igual ao indice do campo de vetores v definido

na superficie S no mesmo ponto singular a. Podemos escrever isso como

I(w,a; Xe) =1(v,a;S).

7
j\rl(a)

Ficura 27. O campo de vetores w(x) é soma do campo transversal ¢(z) e do campo

paralelo v(r(z)).

Agora, temos um campo de vetores w definido sobre X, satisfazendo as seguintes propriedades: w tem

as mesmas singularidades que v e os mesmos indices nos pontos singulares, e w esta saindo de X ao longo
da borda 0.X..

Para concluir a segunda etapa, vamos usar (e mostrar) o seguinte resultado de Hopf: se
w: X, — R3

é um campo de vetores suave com singularidades isoladas, saindo de X, ao longo da borda 0X,, entdo a
p g € g €

soma >, I(w,a;; X.) é igual ao grau da aplicagdo de Gauss associadaan : 0X. — S2. Isso implica que
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asoma ), I(w,a;; X:) ndo depende do campo w, e como consequéncia, a soma >}, I(v, a;) ndo depende
do campo v tangente a S com singularidades isoladas.

O resultado de Hopf pode ser visto do seguinte jeito: Considaremos uma pequena bola B, (a;) ao redor
de cada ponto a; em X.. O raio ) << ¢ é suficientemente pequeno para que as bolas estejam no interior de

X, enio se interseccionam. A variedade
XA\ By(ai)
i

é uma variedade suave com borda

0 [XE\U By(a;)| = 0X.| |-

onde sina vem do que a orienta¢do de 0B,,(a;) como borda da bola B, (a;) ¢ a orientagdo oposta de
0B;)(a;) como elemento da borda de X\ | J; B (a;).

Agora, a aplicagdo de Gauss

)

U aBn(‘”)

« n

()
Jw(x)]

que é bem definida sobre a borda de X\ | J; B;,(a;), se estende a uma aplicagdo

Ve XE\UBn(ai) — 82

— §% associada a @(z)

Y 1 0 [XE\UBU(ai)

sem nenhuma singularidade. Com efeito, todas as singularidades de @ estdo nas bolas B,,(a;).

Sabemos que se um campo de vetores v, definido sobre a borda de uma bola B(a), se estende sem singu-
laridades dentro de B(a), entdo o indice I(v,a) (o seu grau) vale 0 (veja Observagio 6.4). Isso é um caso
particular de uma propriedade importante do grau: se uma aplicagio f : Y — S? definida sobre a borda de
uma variedade Y de dimensdo 3 em R3, se estende sem singularidade no interior de Y, entéo grau(f) = 0.

Como 7,, se estende sem singularidade a uma aplicagdo v, : X:\|J; By(a;) — S?, isso implica que o
grau de 7, sobre a borda de X\ | J; B;(a;) vale 0. Em outras palavras, a soma dos graus de ~,, sobre os

componentes da borda de X\ | J, By (a;) vale 0. Isto é

grau(’yw; 0Xc) — Z grau(’yw; aBn (a;)) =0,

onde nio esquecemos do sinal “—” por causa de orientagao.

Por um lado, W esta saindo de X ao longo da sua borda e @ pode ser deformado continuamente no
campo de vetores n normais, saindo de X ao longo da sua borda. A deformagio (ou homotopia), sendo
continua e com vetores saindo de X, ao longo da sua borda, faz com que o grau, que é um ndmero inteiro,
permanega o mesmo, o que implica que grau(~y,,; 0X.) = grau(n).

Por outro lado, pela definigdo do indice, grau(~y,; 0B, (a;)) = I(w,a;; X.) = I(v,a;). Finalmente

temos

Z I(v,a;) = grau(n),

o que nio depende do campo de vetores v com singularidades isoladas sobre S. Assim, concluimos a prova

no caso orientavel.
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7.2. Caso ndo orientavel. No caso de superficies ndo orientaveis, considaremos o cobrimento duplo e ori-
entado. Isto é, em um ponto x de uma superficie orientada 3, consideramos o conjunto de pares (z, 05),
onde 0, é uma orientagdo local de S em z. Sdo duas orientagdes locais possiveis, entdo temos uma aplicagao
7:8 — S, tal que 7! (x) contém dois pontos (correspondente as duas orientagdes). O cobrimento duplo
orientado 7 : S — S é um homeomorfismo local.

Por exemplo, no caso do espago projetivo P2, o cobrimento duplo orientado é a proje¢do canénica 7 :
S? — P2. No caso da garrafa de Klein K2, o cobrimento duplo orientado é a projegdo do toro 7 : T? — K2.
No caso de uma superficie orientada, a projegdo 7 : S - Séisomorfaar: S x Z/2 — S, isto é S ndo é
conexa e é a unido de dois exemplares de S.

Agora, seja S uma superficie compacta suave e ndo orientada. Por um lado, se v é um campo continuo de
vetores sobre S com singularidades isoladas a; de indice I(v; a;), entdo, podemos definir um levantamento
¥ de v que é um campo continua de vetores sobre S com pontos singulares isoladas ag com j = 1,2, tais
que ﬂ(af) = a;. Como 7 é um homeomorfismo local, temos I (v; ag) = I(v;a;) paracada j = 1, 2. Entdo
Zi,j I(v;al) = 23 1(v;a;).

Por outro lado, podemos definir uma triangulagéo de S tal que os simplexos de S sdo imagens inversas
dos simplexos de S. A imagem inversa de cada um dos simplexos de S consiste em dois simplexos de S de
mesma dimens&o. Os niimeros de simplexos 19, n; e ng de S sdo dobro dos niimeros correspondentes de S.
Entdo temos X(S\) = 2x(S).

Como S éuma superficie compacta suave e orientada, sabemos, pela prova no caso orientavel, que X(<§ )=
Zi,j 1(0; a3).

Assim obtemos o Teorema de Poincaré-Hopf para superficies néo orientaveis:

X(8) =1/2-x(8) =1/2 T (wia]) = Y I(v:an).

7.3. Conclusdes.
Ao procurarmos por “Poincaré-Hopf Theorem” em um site da internet, vemos vérias aplicagdes em me-
canica, fisica, quimica, ciéncias exatas, economica, etc.

A razdo mais importante é que temos:

Teorema 7.2. Uma variedade S suave, compacta e sem borda admite um campo de vetores tangentes sem

singularidades se, e somente se, x(S) = 0.

Corolario 7.3. E impossivel construir um campo de vetores tangentes & esfera S?, sem singularidades. O

mesmo resultado vale para o plano projetivo P2,

A consequéncia deste resultado é que o fibrado tangente a esfera S? nio é trivial. O mesmo reultado vale

para todas esferas de dimensdo par.
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